8. CneuujanHu TUNOBU onepartopa

VY pany ca omepaTopuma, Kao M y pajy ca KOMIUIEKCHUM OpojeBHMa, YHjU CY OBH
aHAJIOTOHU (BUJCTH JIOJIE), jaBJbajy C€ OCEOHH BUIOBHU OIepaTopa KOjH, OCHM TOT'a IITO
7ajy yBUI y CTPYKTYpY CKyla CBHX OINEpaTopa HaJ HEKUM arCTPAaKTHUM IMPOCTOPOM,

OJIAKIIIaBajy U pajl ca CaMUM OMEPATOPUMA.
8.1. HecuHrynapHu, agjyHroBaHu, epMUTCKN U ayToajyHroBaHu ornepaTtopu

IIpe msnarama Marepuje o oapeheHUM chelnujaJHUM THUIIOBMMA omepaTopa, Ouhe

HAaBEJICHO jE€HO CBOJCTBO OllepaTopa Koje je 0coOMHA MpecIuKaBamba yOIIIITE.

HNedununuja 8.1. Heka je U ynutapuu npoctop Haja nojbem [, 1 Heka je AeL(U,U).

~ ~

Ako je oneparop A mpecnukaBawe 1—-1, onaa je oneparop A necuneynapawn (pecyna-

pan) onepamop. Oneparop je cuxeyiapar ako He MpeJICTaBsba MpecinkaBame 1-1.

~

Jlakiie, HECUHTYyJlapaH oreparop A CBaKkOM €JIEMEHTY ‘V) e U mpuapyxyje jenan u
CaMoO jeJJaH E€JIEMEHT ‘\7) €U Ha TakaB HauuH A2 MPU TOME CBAKOM EJIEMEHTY ‘\7) el

OJIrOBapa camo jeJaH eIeMEHT ‘V) € U rakas na je

|7) = Av). (8.1)

Teopema 8.1. Onieparop A Hecuneyrapaw je ako ¥ caMO aKO CBaKH JIMHEAPHO HE3aBUCHU
CKYII BEKTOpa U3 YHUTAPHOT MpocTtopa U mpeBoau y TUHEApHO HE3aBUCHU CKYI BEKTOPA

y npoctopy U .

Jokas.

Heka je A HecuHrymnapaH ornepaTop W HEKa je {‘Vi >} JIMHEAPHO HE3aBUCAH CKYI €Je-

menata u3 U . Jla 6u ckyn {A‘V,)} OO TUHEapHO HE3aBHCAH MOpPajy CBU KOe(ULIU]eHTU
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8. CneuujanHu TMNOBKM onepaTopa

¢, 'y JTMHEapHO] KOMOUHALU]H Zai A Vi> :|0> OUTH jeaHaKu HYyJIU. 300T JIMHEAPHOCTH

oreparopa A je
A Zalu)|-1o)

Te, momTo je orneparop A mpema gepununuju 8.1. npeciukaBawe 1-1, oH camo jeman

(HynTH) BEKTOp MPEBOJIM Y HYJITH BEKTOP, TE je&
Zai v;)=|0).

OpnaBne cieay, Ha OCHOBY JJMHEApHE HE3aBUCHOCTH CKyTIa {‘Vi >} ,aaje . =0, Vi.

~

A cana mano oOpHyTO, HeKa omeparop A MPEeBOJM JMHEAPHO HE3aBUCAH CKYIl BEK-

TOpa y JUHEApPHO HE3aBUCAH CKyl BekTopa. Taja u3 ‘V) eU u |V> # |O> Y TOTa J1a BaXu

a|v> = |O> cienu na je o =0. Kako je »ekymn« A V> JUHEApHO HE3aBHCaH, CUTYPHO je€

1a je A|V> # |O> , Jep je HyJITH eJIEeMEHT YBEK JIMHEeapHO 3aBucaH (3a mera je yBek o =0).

~

Jlakie, jacHO je Ja MOA JAAaTUM YCJIOBHMa, omepaTtop A NpeBOIU CaMO HYJITHU

€JIEMEHT Yy HYJITH, T€ j€ TO MpeciukaBame 1—1; Haume, MOMITO U3 A‘V1> = A‘v2> cieau

na je A( V1>—|V2>):|0>, a Kako onepaTopA CaMO HYJITH €JIEMEHT IPEBOAU y HYITH,

~

ouza je |Vv;)—|V,)=|0), mamru |v,)=|v,). 3naun na onepatop A CTBapHO Mpe/CTaBIba

npecnukaBambe 1-1, Te Ha ocHOBY neduHunuje 8.1. To 3HAUM 1A je OH HECHHTYyJapaH
oreparop.

Q.E.D.

Jlakie, 3a mpena3ak U3 jeJHOT JIMHEApHO HE3aBUCHOT CKyma y Ipyru (3a mpenasak u3

jeaHor 0asuca y Apyrd, BUACTH MOTHOrAaB/be 13.1) KopucTe ce HECHHTYJapHa MMPEeCiu-

KaBama (HECHUHTYJApPHU OIEePaToOpH) T, KOju (M3a0paHu TaKO Ja OJp)KaBajy CTPYKTYpY,

Tj. na oyay u3omopdusmu, nepuaumuja 1.10) unaykyjy usomopduszam anredpu omnepa-
109



Puctuh: ENEMEHT MATEMATUYKE ®U3NKE

Topa ojarosapajyher mpoctopa TpaHcopmaijom ciuuHocTH (Teopema 7.1), Te Ou

omepartop A y momasHoM Gasucy {\V,)} 6O MPEJCTaB/LEH MATPUIIOM ./ , JIOK OU My Yy

CBUM OCTaIMM 0a3ucuma {|\7i> =T |Vi>} (Bumetu 13.1, Hapounto Teopemy 13.2) oxrosa-
parne matpuie aare cieaehom Gopmynom
=Ty T
JlerepMHHAHTa TOPEH-ET U3pa3a riacu
det./ =det(./~.~/./*)=det./ det.”/ det. /' =det.”/ det./ det. /"
=det.~/ det(./"./ ") =det./

Ha OCHOBY MO3HATHUX 0COOMHA JeTepMUuHaHTH. [lakie, demepmunanma Hekoe onepamopa
He 3asucu 00 uzbopa 6azuca! Ctora ce Moke yBecTH mojam aerepmuHanTe det A nume-
apHor oneparopa A, mumyhu det A=det.~/, rae je .~/ marpuia oneparopa A y 6umio
KOM Oa3ucy.

[Mocnenuna nepunnnmje 8.1. jecte cnenehe: Axo Baxu popmysna (8.1) y kojoj je A
HECHHTYJIapaH oreparop, ouhe, momazehu o1 ocHOBHE (hopMylie penpe3eHTOBamka, a Ha

ocHoBY u3paza (7.1) u (7.2)
= Z & G (8.2)

rae cy & W 7; KoopauHaTe Bektopa |V) n |V) y aToM OpTOHOpMEpaHOM 6asucy {‘V,)}

dopmyina (8.2) Moxe ce CXBATUTU U KaO CUCTEM HEXOMOTEHHX jelHauMHa 10 & Kaja Cy

~

n. nmo3Hatu. Kako je omeparop A mpecnukaBame 1-1, cucrem jemnaumna (8.2) mopa
UMaTH JeIMHCTBCHA pellewma, ctora je obaBesno ga det./ #0, mpu vemy je ./

MATpHLA KOjOM je IPEACTaBibeH omeparop A y 6asucy {|v,)} - Amm, xaxo je Beh Guno

MOKAa3aHo Jla CBE pa3jIMuuTe MaTpHIE AATOr oneparopa (MPeACTaBIbEHOT y Pa3InuYUTUM
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8. CneuujanHu TMNOBKM onepaTopa

0a3ucuma) MMajy UCTYy JIETEPMHHAHTY, JaCHO j€ Ja j& OemepMUuHAHmMA HEeCUHZYIaAPHOR2
onepamopa y8ex paziuuuma oo Hyie.

bynyhu na je mojam nHBEp3HOT MpecinKaBama Beh kopuurhen, caga he 6utu aedu-

HHCaH 10jaM MHBEP3HOT orepaTopa.

HNedununuja 8.2. Hexka je AeL(U,[U) HECUHTYyJIapaH OIepaTop; CUMMOOJIOM A Guhe

O3HAYEH UHBEP3HU Onepamop 3a KOJu BaXKu
AAN) = AA V) = T|V), V|v)eD(A) DAY !

a YMjU je IOMEH JeIHAK PaHTy IOJIa3HOT onepaTopa ]D)(A‘l) =R (A) .

WNuBep3Hu onepatop Moxe ce AepMHUCATH U Kao
W)= A]v), V|v)eD(A)
V)= A[0), V|7)eDA?)=R(A)

~

. . _ 2
OuurnesHo je fa je A IMHeapaH” ¥ HECHHTYIapaH oNeparop.

A

HMepununuja 8.3. Oneparop A j€ adjyneosan oneparopy A ako je JTOMeH ]D)(A) CByZa

ryct y npoctopy U, u ako Baxu

(7|Av) = (A|v), V|V),|7) e D(A) ND(AT). (8.3)

A

! lITo he pehu na je omeparop | cykeme jequHuYHOr omepatopa | Ha omepaTop KOjH MMa HCTH
edexar, amu ca gomenom D(A) ND(A™?).

2 Mpema opmysm (8.1) y Kojy ce crase wspasm |0) = e, |0,)+a,|v,) 1 [v) = |V, )+a,|V,) , criene
9)= Alv,) n [3,)=Alv,); tana je o A7)+, AY9%,) =a|v)+a,|v,), Te w3 popmyne (8.1) cremm
A?9) =|v) = o, |v;) +a,|V,) . Byayhu aa cy aecHa cTpana mpBor U AecHa CTpaHa APYTOT H3pasa jeIHAKe,

A

ouhe Aoy |V,)+a, |V,)) = A|¥,)+ e, AM|V,) , mro sHaum 1aje A cTBapHo mumeapHu onepatop.
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Puctuh: ENEMEHT MATEMATUYKE ®U3NKE

VY KOHAYHO-AMMEH3UOHAIHOM Ciy4ajy oneparop A CBakako j€ CByJa r'yCT IOUITO je

]D)(A) =U". Meljyrum™m, y 6eCKOHAYHO-TUMCH3MOHATHOM CIIy4ajy 3aXxTeB 1a Oyae cByna
I'yCT HEOIXOoJiaH je 30or cieneher: Heka je ]D)(A) CByJIa TYCT Yy XUJIOEPTOBOM IPOCTOPY

H , n HeKka TocToje 1Ba eJIeMeHTa |M> u |y’> KOJH 3310BOJbABAjy I€PUHULIMOHE U3pa3e
<\7 Av> =(v|v)
<\7 Av> =(v'|v)

Tana je (y’ — y|v> =0, ogHOCHO \y'} —\y) € ]D)(A), a Oynyhu na je D(A) cByma rycr y

, ‘V}e]D)(A).

H cnenm na je |y’)—|y) = |O> , WIINTH |y’) = |y) Hakne, popmyna (8.3) uz nepuHumuje
8.3. jenno3HauHo ojpehyje omepaTop A aJjjyHTOBaH OIEepaTopy A camo ako je ]D)(A)
cyna rycr y H. Y Tom ciyuajy takohje je u D(A') cyna ryery H.

Anjynrosanu onepatop A’ Takole je u muHeapan

(7| A" (e |w) + @, |V,))) = (Av] s [v) + |V, )
:a1<A\7‘vl>+a2<A\’/‘v2> v|\7>€]1))(A)
=051<\7‘ATV1>+0‘2<V‘ATV2> V) |v) e DAY

= (7)(@ A" v + 2, AT, )

Teopema 8.2. Ako je omeparop A MPEACTAB/LEH MATPULIOM -~/ 'y 1aTOM OPTOHOPMHpPA-
HOM 0a3KCy y KOHAuHO-AMMEH3MOHAIHOM yHUTapHOM npocropy U", onpa je omeparop
A' mpezcraBibeH y ucToM ToM Gasucy agjyHrosanom marpuuoM - = (/)" (tpan-

CIIOHOBAHA, Ca KOMIIZICKCHO KO YI'OBAHUM MATPUYIHHUM GJIQMCHTI/IMa).

Joka3s.

Beh je mo3nato ga marpuma -/ 'y OpTOHOPMHUpaHOM Oas3ucy {|ei>, I :l,n} uMma

MaTpU4HE €JIEeMEHTE KOjU ce, MpeMa JIPyroj BapHjaHTH OCHOBHE (pOpMyJie pPenpe3eHTO-
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8. CneuujanHu TMNOBKM onepaTopa

Aej>, WK Kao & :<Nei‘ej>=<ej

Ale, >* . Axo

Bama (7.4), MOTY mucaTu Kao :<ei

ce cama ca b; o3Hade enemeHTH MaTpuuEe .~ KOja y MCTOM 0a3suCy PENPE3EHTYje Ore-

*

patop A', 6uhe b, :<ei‘ A’Lej> =a

*

i » WITTH ="

Q.E.D.

Jla 6u Teopema 8.2. Baxuia y O€CKOHAYHO-AMMEH3MOHAIHOM CIIy4a]y JIMHEapHU

A

ormeparop A Mopa OMTH 3aTBOpPEH. 3aTBOPEHOCT je MoTpeOHa 1a OUu ce MOorja KOPUCTUTH

JUHEAPHOCT orepaTopa y cliydajy 0€CKOHAYHUX CyMa, Tj. MHTETpaJbeba.

Hanomena: Teopema 8.2. Bayxu caMo 3a Cirydaj OpTOHOPMHpPAHUX 0asuca, ajly Bes3a

A

u3Melyy maTtpuiia Koje penmpe3eHryjy omepatope A u Al y HEOPTOHOPMHUpPaHUM 0Oa3u-

cUMa HHJ€ TOJIMKO JeTHOCTAaBHA.

AJljyHTrOBam€ MpeACcTaB/ba CBOJEBPCHO YOIIITaBakE ONepalrje KOMIIJIEKCHOT KOWbY-
roBama M3 1M0Jba KOMIUIEKCHUX OpojeBa. 3ancTa, aJijyHIrOBamkEe j¢ YHApHA olepaluja 3a

KOJy Baxu
1. (AT)T =A - MHBOJYTUBHOCT,
2. (A +a,A) =, Al +a, Al - antununeapHocr.
Ha ocHoBy rope momenyre ananoruje (n3mel)y yHapHe omepaliyje ajijyHroBama Ha
CKyITy orepaTopa y yHUTapHOM mpoctopy U u yHapHe orepariyje KOMILUIEKCHOT KOHY-

roBama) KOjoM Ce JIOBOJIC Y B3y OlepaTopu U KOMIUIEKCHH OpojeBu, Moryhe je nehuHu-

caTH KJlace oreparopa aHaJlorHe OpojeBUMa KOjH JIeKe Ha PeaiHOj Ocu: Z* =Z.

HNepununuja 8.4. V KOHaAYHO-TUMEH3MOHAIIHUM MPOCTOPUMA, epMUMCKU ONEpaTop je

omeparop 3a kora Baxku A’ = A.

V 6eckoHaYHO-IUMEH3UOHATHUM mpocTopuMa, ako je ID(A) = D(A"), omnocno ako

A

je A cyxeme omepatopa A': Ac A", kaxe ce na je oneparop epmumcku (cumempu-

yam), a aKo je A=A na je aymo-aojyHeo8an.
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Puctuh: ENEMEHT MATEMATUYKE ®U3NKE

BaxxHo je 3ama3uTu a U epMHUTCKH U ayTO-aJIjYHTOBAHU OIEPATOPU MOPajy MUMATH

CBYJIa T'YCT JIOMEH.

~

Jlema 8.1. Axo je A epmutcku oneparop y KIYIT U", onna je <v AV> pearan 06poj 3a

CBaKoO |V> € ]D)(A) :

Joka3s.

*

Al =A = <v‘Av>=<A*v‘v>=<Av‘v>:<v Av> ,

[IITo 3Hauu aa je <V‘ Av> peanian 0poj ‘v’|v> e D(A).

Q.E.D.

Pesynrar jeme 8.1. Baxu u y ciaydajy OCCKOHAYHO-TMMEH3UOHAIHUX IPOCTOpa M

ayTO0-aJ[jyHTOBaHUX OIeparopa.

A

A@E@

v KBaHTHOj MECXaHUIIM BCIIMYHHA <V V> Ha3HnBa CC ouexKkusarna epedﬂocm

KOja TIpe/ACTaBJba CPEeAhy BPEAHOCT BHIIE MEPEHA J1aTe (PU3UUYKE BEIMYUHE, TC J€ OUH-

IJIEIHO J1a Kao TaKBa Mopa OUTH peaHa.

3HauM, OmepaTopu KOjU Y KBAHTHO] MEXAHWIIM MPEACTaBIba]y (DU3UUYKE BEIUYMHE
Mopajy OUTH pPMHUTCKH, OJJHOCHO ayTO-aJ[jyHTOBaHH, J1a OM HHXOBE M3MepeHe (0OYeKH-

BaHE) BPEIHOCTH Omie peaHe!

Baxxan nmojckyr ckyma epMUTCKUX U ayTO-aJ]) YHTOBAaHUX OIEepaTopa Jecy no3umueHu

onepamopu.

~

Av)=(v|A[v)>0, 3a

HNedununuja 8.5. Oneparop A us U j€ nosumuear axo je <V

CBaKd |V> e D(A).

Axo Baxu J11a je <V AV> E<V|A|V> >0, V|V> e]D)(A), oHza je omepatop A cmpozo

nozumugarn (no3umusHo depunuman).
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8. CneuujanHu TMNOBKM onepaTopa

A

AV>E<V|A|V> peanHo, Ha

Kako ropma nBa m3paza mMajy CMHCIIa CaMO aKo je <V

ocHOBY Jieme 8.1. clieny 1a je HO3UTHBHH omepaTop A epMHUTCKH (ayTo-ailjyHroBaH).
OBakBU OmEPaTOPH CE 3aIUCY]y U KaO A>0u A>0, penom.

[To3UTUBHU U CTPOrO MO3UTHUBHU ONEPATOPU UTPajy BaXKHY YJIOTY y KBaHTHO) CTaTH-

CTUYKO] (DM3UIIH, T/Ie CIYKE 32 ONMCHBAKE CTaba cucteMa (cmamucmuuku onepamopu).

8.2. NpojekTopu

3HavajaH MOJCKYNl CpPMHUTCKHX (ayTO-al[jyHTOBaHMX) oOIlleparopa MPeACTaBIbajy

npojekmopu. IIpema Teopemu 6.1, 3a cBaku mornpocrop W yHuTapHor mpocropa U

Baxu U=W® *, Te ce cBakM BEKTOp ‘V)e]D)(A) MOJK€ jEIHO3HAYHO TMHCATH Kao

V)= |W>+|WL> , e cy |W) e W npojexunja n |WL> e W* HOpM™mana, peaom.

Omnepatop If’W neduHUIEe ce Kao omepaTop KOju MPOU3BOJHHOM EIIEMEHTY \v) elU
NPUAPYKYj€ BETOBY MPOjEKIIH]y |W> e W: I5W |V> :|W>. Onmax cieau aa je I( I5W) =U
u R(FA’W) =V y 00a, KOHAYHO-TUMEH3UOHATHOM M O€CKOHAYHO-IUMEH3HUOHAIHOM CITy-
qajy.

A

[Tomenytu onepatop P, je nuHeapHu omepatop, jep je
Pu (@ |Vi)+at, |V,)) = o W) + et [Wy) =y By [V, ) + @, Py [V,)

3a ‘V1>:‘W1>+‘Wll>, |V2>:|W2>+|W2L>, rze cy |W1>,|W2>€W " ‘Wf>,‘Wj>eWL.

A

Omneparop P,, Ha3uBa ce npojexkmopom. bberosa cBojcTBa cy

A A

1. PVZV\V>=(I5WI5W)\V>= I5W(I5W\v>): Py |W)=|w)=P, |v),

A

. 52 .
IITO 3HAYM J1a Cy MPOjeKTopHu udemnomenmuu, Py =R, ;
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Puctuh: ENEMEHT MATEMATUYKE ®U3NKE

b

P! v2> :<I5Wvl‘v2> =<W1‘W2 +W§> :<W1\w2>+<w1‘wj> = (w, |w, )

2.
:(Wl\wz>+0:<W1\W2>+<WHW2>:<W1+Wf‘wz>:<vl\wz>:<vl

I:)W V2>
OJIaKJIe j€ jaCHO J1a Cy POjeKTOpH epmumcku (aymo-adjyHeosanu) onepaTopH, IS\X, = ISW :

[TomenyTe ocoOMHE MOTy Aa MOCTYKE U 3a Ie(PUHUCAE TTPOJEKTOPA.

Nepunnnmja 8.6. [Ipojexrop je cByna AepuHUCAH PMUTCKH (ayTO-a]j YHTOBaH) U HJIEM-

MOTEHTaH JIMHEAPHU OIepaTop.

3a mpojektope, Ha ocHOBY Komm-bymakoBcku-I11IBapiioBe HejeTHAKOCTH, BAXKH

ISW V>H2 :<|5W<V”ISW|V>> :<v |5viv> :<V‘I5WV>§ |5W V>H |||V>||,
WJIUTH
=[]

A

OBo 3Hauu 1a je oneparop P,, orpaHuyeH, T€ jeé cCaMUM THM M HETIPEKUIaH OIreparTop.

V)=PR,|V)+P,.

Axo je FA’W npojexTop oxna je | V> (Treopema 6.1). Kako oBo Baku

33 CBaKH |V> e H , Mmoke ce mucatu

I =Ry +P,.

OAHOCHO

s

Ha je FA’WL Takole nmpojekTop Buau ce u3 cieache nse popmye

A

(1-B,) =i"-P,=i-B,
(-

A A

Haxie, ako je P, npojexrop na mormpocrop W, onzma je u P, mpojekrop Ha

f =(i=P,)(1-R,)=17-28, +P; =1 -B,

O

norrpocrop W+ .
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8. CneuujanHu TMNOBKM onepaTopa

[IpojexTopu cy nozumuenu onepaTopu

(v

Ko mpojextopa je cacBuUM CBejeTHO Ha KOju O]l (pakTopa y CKaJIapHOM IPOU3BOTY

I5Wv> :<v‘ I5Vf,v> :<I5Wv‘ I5Wv> :H |f>W|v>H2 >0.

OH JIeIyje

AWV2> = <|SV€V1‘V2> :<|SWV1‘V2> '

ISWV2> :<V1‘ Isv%/V2> = <I5WV1

¢

Teopema 8.3. IIpoussoz aBa npojexropa P, u B, mpojekrop je oHza i caMo OHZa aKo

A A

MOMEHYTH TIPOjeKTOpH Meljycoono komymupajy. Tana B, B, mpojekTyje Ha mpecek mor-

A A A

npocropa W, u W, : IR(FA’\,\,1 If’W2 ) = R(Iswl)m (If’\,\,2 ) , Te Baxu By Ry =R, -

Joka3s.

,ﬂbea@nocninﬂoea
A A 2 A A A A A A A A A A A A A A A
— — — —_p2p2 _
(FWJ%W) _<FVQR%)(RMJ%%)_J%%FW2RMsz_FVQRMF%6R% oW W, MQR%

u

Ilompebrnocm ycnosa

>
>

Hexa je mpoussox npojexropa B, R, mpojexrop. Taxa Baxu

~ A AT A A
(PuPu,) =PuPu
Hcro tako, n3 unbenune na cy By, u R, epMmutcku (ayro-agjyHroBaHu) oneparopu

(1 (S1041

T€, Ha KpajJy, BaXu




Puctuh: ENEMEHT MATEMATUYKE ®U3NKE

A

Heka je X moTmpocTop y KOju MpOjeKTyje onepaTop If’\,\,l Py, - Heka cy natu Bexropu

A A

|X)eX u |v)eU raxsu na je P, P, |V)=P,, Py |V)=|X), To ject |X)e W, u [x)e W,

omHocHO |X) € W, "W, . Tana je ounrnemno X < W, ~ .

C npyre ctpaHe, Heka je |X> eW,nW,, To jecr |X> eW, u ‘X) e W, , 300r uera he

X)=P, |X)=|x), ma je |x)eX.

A

| X)=|X), Te Bacn 1a je Py, R, |X

ontn F3Wl| > | >

Oparne cnemn na je XoW, N, OHOCHO

X=Wnn ,.
Q.E.D.

HMepununuja 8.7. [IpojekTopu I5Wl " FA’\,\,2 Cy mehycobHo opmo2oHanuu ako je

P

1

P, =0.

2

A A

Jlema 8.2. [Ia npojexropa P, u P, opToroHamHu cy ako u camo aKo Cy UM MOTIPOC-

TOPH JIMKOBAa OPTOIOHAJIHMU.

Joka3s.

Heka je |5w1 If’W2 =0 u Heka je |Wl> eW, un |W2> e W, , tama Baxu

(w, | w, ) :<|5W1W1‘ |5W2W2> :<W1 5 2> =<W1‘6W2> =(w, |0) =

w, Tw,

wto 3Hayk Aa je W, L W,, ogakie je jacHo 1a je

(v

A

B P, W ) = (P w; By, W, ) =0,

A

jep je Ry,

A

w)eW, u R,

2

W2> e W, . Ilomto U3510xeHo Baxxu V|W1> ,|W2> e U, cnenu na

je Taga FA’Wl P, = 0.

2

Q.E.D.
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8. CneuujanHu TMNOBKM onepaTopa

A A

Teopema 8.4. 36up nsa mpojexkropa R, u R, je mpojekrop oHIa U caMo OHZA aKo Cy

MIOMEHYTH TIPOJEKTOpU Mehycobrno opmozonannu. Tana If’Wl + If’W2 MIPOjEKTYyje Ha OPTOTo-

A A A

HaJIHy CyMy MOTIIPOCTOpa TUX Mpojekropa, R, +F, =Ryay, -

Jloka3s.
Heka cy npojexropu I5Wl u I3W2 MelhycoOHO opToronanHu. 30up FA’W1 + I5W2 OUHTJIE-

HO je cBy/1a fe(hMHKCAH OIepaTop 3a KOju BaKU

1. cyma nBa oneparopa je UIeMIOTEHTHA

A A A

(By +Py,) =P2 4Py, By +By By +PL =By +P,,;

2. cyMma JiBa orepaTopa je epMUTCKHU (ayT0-aJ[j YHTOBaH) orepaTop

>:<F3v2vl<V|\V>+<Pvi<VHV> (84
(

Heka je [V)eU u |5W2|V> =|w,). Axo ce y popmymu (8.4) Hamnue |W,) ymecto |V),

ouhe

Jlw)[ = w,)[ ] w,)]

w2>‘2— P

OJIaKJIe CJIeAM A je
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Puctuh: ENEMEHTW MATEMATUYKE ®U3NKE

A

I:)W

1

A A

w,)=[0) 1j. RyR,,

A A

W2> :|O> umatn By Ry = 0.

Ocum Tora, BEKTOp (If’\,\,1 + I5W2)|V> IPOU3BOJbAH J€ BEKTOP M3 IR(FA’V\,l +I5W2), TIOK

MCTOBPEMEHO (Is\,\,1 + I5W2) V)=P, [V)+P, |v) npunaxa W, ®W,, naxne creau ma je

R(R, +Py, )W, @ .

OGpuyto, u3 |V)e W, @ W, cnenn ga je |V)=|w)+|w,), |w)eW, |w,)eW,,

A

W) =|w) u Pu,

OJTHOCHO FA’W1 W, ) =|w,), Te je

R(R, +Py)=W,® .

Q.E.D.

Hedpunnnuja 8.8. Axo 3a npoctope W, u W, Baxu na je W, = W,, oHJa je IpojeKkTop

A A A

Ry, nomnpojexmop npojexropa R, , mrro ce 3amucyje kao By, <R, .

A A

Teopema 8.5. U3pas If’Wl < I:A’Wz BaXH OHHJa aKo je P, P, = |:A>W1 _

Joxkas.

Hexka je ISW1 < ISWZ; Taja 3a CBaKoO ‘V) eU Baxu na je I:A’Wl |V> eW, cW,. Onatie

A

ciequ 1a je B,

2

A

=¥ V>, 10 ject Ry, R, =R, . Ha ocHoBy mocneamer nspasa ce

1

V)= 'Swl
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8. CneuujanHu TMNOBKM onepaTopa

A A

BUaM Ja je mpousson R, B, mnpojexrop, npu demy, npema teopemu 8.3, oxnrosapajyhu

A

IIPOjEKTOPU KOMYTHUPA]Y: FA’\,\,2 If’v\,1 = Awl u R, FA’W = |5w1= Te caequ na je W, W, =,

1 2
opakie je ounrneano W, c W, , naje n PW1 < sz .

Q.E.D.

A

Teopema 8.6. Pasiuka nBa npojexropa R, — FA’V\,1 MIPOJEKTOp j€ OHJAa U CaMO OHJIa aKO je

P, < If>\,\,2 (I5Wl FA’W2 = FA’Wz I:A’Wl = I:A’Wl ), TIPH 9eMy IIPOjEeKTOp If’WZ — I:A’Wl IpPOjeKTyje Ha OpTO-

1

A

TOHAJIHY Pa3JIMKy motnpocropa iukosa, By —R, =R, .

Joka3s.

A A

Heka je PW1 < FA’WZ (FA’V\,1 ISW2 = ISW ISW = Pwl); Taja je

2 1

1) HAEMIIOTEHTHOCT
~ A 2 A5 Ao A A A A
(PW - Pwl) = PW2 + PW1 - PWZPW1 - Wle
2) epMUTCKa cuMeTpuja (ayTo-aJjyHrOBaHOCT)
A N A A
(P, ~Py) =Rl —Pi =Py, —Pu-

Haxie, pasnuka R, —R, jecre npojexrop.

C npyre cTpane, aKo je ISW2 — If’\,\,1 POjEKTOp, MOpa OUTH

IITO JTaJbe Jaje

OAHOCHO

= I:A)W + Awl IsW . (8.5)
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Puctuh: ENEMEHT MATEMATUYKE ®U3NKE

IIpBo: HakOH MHOXema u3pasa (8.5) ciesa ca P, , OuBa
2

P, Pu, + P, P P, =2Ry, Ry,
TC j€
PWZ I:)Wl W2 = PW2 I:)Wl

TC BaXXU

Ha ocHoBy (8.5) Tana cienu

%%:M%:M
TO jecT
PW1 < PW2 )

3a moka3uBame APYror Jelia Teopeme, Heka je IsW2 —PRy, = ISX u |X)eX. Tana no-
CTOjH BEKTOP ‘V) € U rakaB na Baxu (If’\,\,2 — FA’Wl )|V> = If’W2 |V> — If’Wl |V> = | X>. byayhu na je
F3Wl |V> eW, cW, n FA’W2 |V> e W, cnenu naje ‘X) eW,.

Heka je cana |W1> e W,, Tako m1a Baxu If’Wl |W1> = |W1> 5

(x\wl>:<(lﬁwz - AW1)<VHI5W1‘W1>>=<I5W1(I5W —I5W1)<VHW1>
= (PP, ~ P2 ) we) = (B, ~Puy )V ) = (0] wi) = (0] w;) =0
Jlakne, nmowro je |W,) mpomssosban enement u3 W,, oHza je |X) oproroHaman Ha
neo ckyn W,: |x) L W,, a nowro je n |x) e W,, cnean na o npunazga opTOroHanHoj

pasnumm ckynosa W, u W, : [X) e W, - W,, 1e Baxn: X W, - .
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8. CneuujanHu TMNOBKM onepaTopa

C mpyre ctpane, Heka je |[X)e W,—-W, (wm [X)eW, n |x) LW,). Taga je

Pu,

X)=|x) n B, |x)=|0), 1. |x)=PR,, |X)—|0)=P,, |X)—P, \x)=(|—‘5\,v2 —Iswl)\x>, Te
cremn maje XoW,— .
VI3 cBera HaBesieHoT je jacto xa pawi: X =W, — .
Q.ED.
Ipumep 8.6.1. Unentnunu oneparop | je mpojexrop Ha 1eo mpoctop U .

IIpumep 8.6.2. HynTtu oneparop 0 j€ IPOjJeKTOp Ha HYJATH NOTIIPOCTOP {‘ 0)} :

IIpumep 8.6.3. [IpojexkTop Ha jeAHOAUMEH3NOHATHHU TTOTIIPOCTOP ]L(‘e)), o0Opa3oBaH

HOPMHPAHUM BEKTOPOM (OpTOM) |e>

ISL(‘E» |V> = <e|v>|e> - IPOjeKIHja BEKTOpa |V> Iy’K opTa |e>.
VY onmrem ciydajy, pojeKTop Ha motnpoctop W oOpa3oBaH OpTOHOPMHUPAHUM Oa-
sucom {|e;),]e,),....|e,)} nar je kao

v)=2 (&lv)[e).

i=1

Py

IIpumep 8.6.4. CBaku HOPMUPAHHU BEKTOP

=
&)=
S

nedUuHHIIIE jeJIlaH TPOjeKTOP

3ancra
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Puctuh: ENEMEHT MATEMATUYKE ®U3NKE

[TpojexTop I:A’e Jienyje Ha OUiIo KOju BEKTOP |V> Ha cienehu HaumH

A

RIv)=(e)el)lv) =le)elv) = {e[v)[e).

IITO 3HAYH JIa IPOJEKTOP FA’e MPOjeKTyje Ha OpPT |e> :

8.3. YHUTapHU N aHTUYHUTapHM ornepaTopu

Y normornassby 8.1. yBeIeHU Cy €pMUTCKH (ayTO-aJ[jyHTOBaHHU) ONEPaTOpPH Kao

aHaJIOTOH pealHuX OpojeBa; Ha OBOM MecTy Ouhe yBeleHU aHAJIOroHU OpojeBa Ha jedu-

HHUYHOM KpyTYy: 7 =7",

Hepununmja 8.9. Yuumapnuu onepamop U je mpecnukaBame npocropa U y mpoctop

U, TakBo J1a BaKu

~

<Ljv1 Uv2> =(v,|V,), VW), |v,)eDU).

YOo4/bHBO je [a YHMTApHHM OIEpaTtop NPEeBOAH OPTOHOPMHpPAH 0a3HC {\ei>} y

ei)}

<U e

OpTOHOPMHUpaH 0a3uc {U

Ue.>=<ei|ej>:5...

J 1

JHaxkie, npema Teopemu 8.1. yautapHu oneparop U je perynapas (HECHHTYyJIapaH).

C npyre ctpane, Takohe je

Uv2> =<v1

~ A

<Ljv1 u'u v2>:<v1|v2>, v|v,),|v,) e DU)

OJHOCHO

uu=r. (8.6a)

VY KOHa4YHO-IMMEH3UOHATHOM CIIy4ajy BaXKu U
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8. CneuujanHu TMNOBKM onepaTopa

uudt=1. (8.66)
dopmyite (8.6a,0) yecto ce kopucte kao neduHUIMOHE (HOPMYJIe YHHUTAPHHUX OIle-
patopa.

IIpeM/a y KOHAYHO-IMMEH3HOHATHOM ciydajy ocoGmura U'U = I 3a mocmeauiy nma
UU" =1, y GeckoHadHO-MMEH3HOHATHOM CIydajy HEOINXOIHO je 13 OYLY HCIyHCHE
00e 0coOMHE UCTOBPEMEHO Ja Ou orepaTop OMO YHUTapaH.

Kountpa-npumep. beckonauna matpuiia -~/ Koja UMa CByJa Hyje, a UMarnHapHe
JeIUHUIIe WCIOJ TIJaBHE aujaroHane. Tama je Ses=7a S SNE T jep je
a,=0.

3aHMMJBMBO CBOJCTBO YHUTApHHUX OIEpaTopa jecTe Ja OHH 4)8ajy HOpM) €IeMeHaTra

‘U| / UV‘UV \/7—|||

MPOCTOPA Y KOME JIeNTY]Y

HNedpununuja 8.10. AHTUYHUTAPHU OMEPATOPU Cy AHTUIMHEAPHHU OIMEpPaTOpPU KOjU HE

4yBajy CKaJapHU MPOU3BO/I, Beh ra nmpeBoie y KOMIUIEKCHO KOHbYTrOBaH

<Av1‘ Av2> =(u|v,), V|v),|v,)eDU).

AHTHUYHUTapHU ONEPATOPH, KAO U YHUTAPHU, UyBa]y HOPMY BEKTOpa

W= JTAVAV) =) = (1)) = ) =[Iv)

VY nepunnumju 8.10. je pedyeHo a cy aHTUYHUTApHHU ONEPATOPU TaKkohe M aHTUIIM-

A

HEapHU

Alv, ).

300r ocobuHe Aa 4yBajy HOPMY BEKTOpa, aHTUYHUTAPHU ONEPATOPHU CE KOPHUCTE Y

V) +a,

Al |v)+ e, |v,)) =y A

KBAaHTHO] MEXAHUIIH 32 MIPEICTABbAE Olepalije BpeMEHCKE HHBEP3H]E.
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